Physique MP Equations de Maxwell

Equations de Maxwell et énergie électromagnetique

1 Equations de Maxwell dans le vide

Les équations de Maxwell constituent les lois fondamentales de ’électromagnétisme classique. Elles

—

relient les champs E et B aux sources que sont la densité volumique de charge p et la densité
volumique de courant j.

1.1 Formulations locales

Résultat important

Equation de Maxwell-Gauss :

div E = 2
€o
Equation de Maxwell-Faraday :
. 0B
tE = ——
rO 5
Conservation du flux magnétique :
divB =0

Equation de Maxwell-Ampere :

—

- - OF
rot B = poj + pofo—-

ot
5 Maxwell—Gaus§

OB /ot

{ J va] axwell-Amp er

FIGURE 1 — Les sources et le couplage dynamique des champs électrique et magnétique.

OE |t

Interprétation physique

Maxwell-Gauss exprime que les charges électriques sont des sources du champ électrique.

L’equation div B = 0 exprime l'absence de sources magnétiques isolees dans le modele clas-
sique. Les deux equations rotationnelles montrent surtout qu'un champ variable peut engen-
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drer I'autre : un champ magnétique variable créé un champ électrique tourbillonnaire et un
champ électrique variable contribue a la creation du champ magnétique.

1.2 Formulations intégrales

Pour une surface fermée S bordant un volume V :

#E_:dg: Qint
s €o

et :

#E.c@:o
S

Pour un contour fermé C s’appuyant sur une surface S :

ygﬁ-dfz—d//é-dﬁ
c dt JJs

et :

D d L
%B -dl = ,uo]int + UoEo— // E-dS
c dt JJs

Interprétation physique

Les formes intégrales décrivent des propriétés globales : flux a travers une surface et circulation

le long d'un contour. Les formes locales décrivent ce qui se passe au voisinage immédiat de
chaque point de I'espace.

2 Référentiel et propagation des interactions

Les équations de Maxwell sont compatibles avec une vitesse de propagation finie des perturbations
électromagnétiques :

1
v Hogo

Une modification d'une source ne peut donc pas étre ressentie instantanément a une distance L.

C =

Le temps de propagation est de 'ordre de :

L

Torop = —
prop c
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propagation a la vitesse ¢

Source \N\\ NN\ NN\ N\ Point M

L

FIGURE 2 — Temps de propagation entre une source et un point d’observation.

Interprétation physique

En électromagnétisme general, la notion d’action instantanee a distance n’est plus correcte.

Le champ transporte I'information de proche en proche a une vitesse finie. C’est précisément
cette idée qui conduit aux ondes électromagnétiques.

3 Approximation des régimes quasi-permanents (ARQP/ARQS)

3.1 Condition de validite

Soit T' le temps caractéristique de variation des grandeurs électriques et magnétiques et L la taille
caractéristique du dispositif.

L’approximation quasi-stationnaire est pertinente lorsque :

L
—-<LT
c

ou, pour une excitation sinusoidale de pulsation w :

i3
YT«
C

o Torop = L/
circuit

T : temps de variation

>

L

F1GURE 3 — Comparaison entre temps de propagation et temps d’évolution du systeme.

Interprétation physique

Lorsque la propagation est beaucoup plus rapide que 1’évolution du systeme, on peut traiter

le circuit comme si chaque point réagissait presque instantanément. C’est ce qui permet de
conserver une description par circuits concentrés.
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3.2 Equations de Maxwell dans PARQS

Dans I'approximation magnétique usuelle des régimes quasi-stationnaires, le courant de déplacement
est négligé devant le courant de conduction :

go|—| < |7
0175 ¥l
L’equation de Maxwell-Ampere devient :
rot B = ,uof
Les autres equations conservent la forme :
div E = 1
€0
- 0B
rot B = ——
ot

Interprétation physique

On conserve donc les phénomenes d’induction liés a OB /Ot, tout en négligeant I'effet magné-
tique direct du terme de courant de déplacement.

3.3 Conservation du courant et loi des nceuds

Prenons la divergence de :

rot B = ,uof.

Comme :

div(rot B) = 0,

on obtient :

divy =0
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FIGURE 4 — Conservation du courant & un nceud d’un circuit.

En integrant sur un petit volume entourant le nceud :

Z Tentrants = Z Tsortants

Interprétation physique

La loi des nceuds n’est donc pas une regle indépendante de 1’électromagnétisme : dans I’ARQS,
elle résulte de la conservation locale du courant.

4 Limite statique des equations de Maxwell

En régime strictement stationnaire :

9 _
ot

On retrouve les équations locales des champs statiques.

0.

Electrostatique Magnétostatique
div E = p/eq divB =0
rot £ =0 rot B = [1,0;

Interprétation physique

Les lois de I’électrostatique et de la magnétostatique apparaissent comme des cas particuliers
des equations générales de Maxwell lorsque les grandeurs ne dépendent plus du temps.

5 Relations de passage a une interface

On considéré une interface séparant les milieux 1 et 2. Le vecteur 7715 est orienté du milieu 1 vers le
milieu 2.

On note oy la densité surfacique de charge et K la densité surfacique de courant.
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milieu 2 2
Lo
milieu 1

FIGURE 5 — Interface portant éventuellement une charge et un courant surfaciques.

Les relations de passage admises sont :

Interprétation physique

Une charge surfacique produit un saut de la composante normale de E. Un courant surfacique
produ1t un saut de la composante tangentlelle de B. En revanche, la composante tangentielle
de E et la composante normale de B restent continues dans le cadre considéré.

6 Force électromagnétique volumique

La densité volumique de force électromagnétique exercée sur la matiere est :

k,‘
b
=
_|_
bcu

Y

¥ & B

FIGURE 6 — Action magnétique volumique sur une distribution de courant.
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La puissance volumique cédée par le champ aux porteurs de charge est :

Pem—mat = ; E

Interprétation physique

La partie magnétique de la force est perpendiculaire au mouvement des charges et ne fournit

pas directement de travail. Le transfert local d’énergie du champ vers la matiere est porté par
le terme j - E.

7 Conducteur ohmique et effet Joule

La forme locale de la loi d’Ohm est phénoménologique :

j=1E

ou v est la conductivité électrique.

La puissance volumique dissipée par effet Joule vaut :

ps=j-E.
Donc :
9
ps=vE* =L
Y
E -
_ ps>0
5

FIGURE 7 — Dans un conducteur ohmique, jet E sont colineaires.

Interprétation physique

Dans un conducteur ohmique, I’énergie électromagnétique recue par les charges est irréversi-

blement transformée en agitation thermique. La densité de puissance Joule est donc toujours
positive.

8 Densité volumique d’énergie électromagnétique

Dans le vide, la densité volumique d’énergie du champ électromagnétique est :

1 B?
em — & E2 =
U 250 + 2,&0
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On distingue :

1
Ug = §€0E2
et :
B2
up = —
2410

8.1 Exemple : condensateur plan

Entre les armatures d’un condensateur plan idéal, le champ est approximativement uniforme.

+

FIGURE 8 — Energie électrique stockée dans le champ d’un condensateur plan.

La densité d’énergie vaut :

Interprétation physique

L’énergie du condensateur n’est pas seulement “dans les plaques” : elle est localisée dans la
région de ’espace ou existe le champ électrique.

8.2 Exemple : solénoide infini

Dans un solénoide idéal long :

B~ /,L()’I'L_[
La densité d’énergie magnétique est :
BQ
up = —
2410
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FIGURE 9 — Energie magnétique stockée dans le champ d’un solénoide.

Interprétation physique

Comme pour le condensateur, 1’énergie de la bobine peut étre interprétée comme une énergie
stockée dans le champ magnétique créé dans l'espace.

9 Vecteur de Poynting

On définit le vecteur de Poynting :

— 1 — —
S=—FEAB
Ko
Son unité est :
[S] = Wm™2,
B
S=1FEAB
)
E

S
FI1GURE 10 — Direction du transport d’énergie électromagnétique.

Interprétation physique

Le vecteur de Poynting décrit le transport local d’énergie électromagnétique. Sa direction

indique le sens du transport et sa norme représente une puissance traversant une unité de
surface.

Le flux du vecteur de Poynting a travers une surface S est une puissance :

Ptr://g-dg
S

Quelques ordres de grandeur indicatifs :

M.D. Electromagnétisme 9/15



Physique MP Equations de Maxwell

rayonnement solaire au voisinage de la Terre ~ 10> W m™2,

alors que des faisceaux laser focalises peuvent atteindre des flux énergétiques tres supérieurs.

10 Bilan local d’énergie : théoreme de Poynting

On utilise 'identité vectorielle :

div(E A B) = B -1ot E — E - 1ot B.

En utilisant les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampere, on obtient :

énergie du champ

uem

—

_>S

j’- E énergie cédée a la matiere
FI1GURE 11 — Lecture locale du bilan d’énergie électromagnétique.

Interprétation physique

Le terme Quey, /0t décrit I'accumulation locale d’énergie du champ. Le terme div S décrit ce

qui quitte localement la région par transport électromagnétique. Le terme j E représente
I’énergie cédée par le champ a la matiere.

11 Bilan intégral d’énergie

Intégrons sur un volume fixe V bordé par la surface fermée S :

d///uede—l—#g-dg:—///j-EdT
dt JJJy S v

On peut aussi I’écrire :

AUcrm

dt = P, sortante + P, cédée a la matiere

avec les conventions de signe appropriées.
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Interprétation physique

La diminution de I’énergie électromagnétique stockée dans un volume se répartit entre I’énergie

qui traverse sa frontiere et 1’énergie transmise a la matiere présente dans ce volume. C’est une
loi de conservation de I’énergie.

12 Bilan du chapitre

Résultat important

Equations de Maxwell :
_ _ B
diszﬁ, rotE:—a—
€0 ot
. = - OF
divB = 0, rot B = /Loj + MOSOE
ARQS :
rot B ~ ,uoj = div;' =0
Energie :
1 2 B?
Uem = 5€ o
27" 2o
Poynting :
S 1 - o
S=—FEAB
Ho
Bilan local :
(9 em . a 7
gt +divS=—j-F
. J
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13 Exercices

Exercice 1 — Maxwell et conservation de la charge

A partir de I’équation de Maxwell-Ampere, montrer que les équations de Maxwell sont com-
patibles avec :

9p
ot

Interpréter physiquement cette relation.

+divj = 0.

-
(N

Exercice 2 — Validité de ’ARQS

Un circuit de taille caractéristique L = 1m fonctionne a la fréquence f = 1kHz.

1. Calculer L/c.
2. Calculer la période T
3. Vérifier si la condition L/c < T est satisfaite.

-
N

Exercice 3 — Relation de passage

Une surface porté une densité surfacique de charge uniforme og. Le champ électrique juste
sous la surface vaut E;. Donner la relation permettant de calculer la composante normale de
FE5 juste au-dessus de la surface.

Vs
&

Exercice 4 — Effet Joule local

Un conducteur ohmique de conductivité v = 5,8 x 107 Sm™! est soumis & un champ uniforme
E=20x103Vm

1. Calculer j.

2. Calculer la puissance volumique Joule.

Vs
&

Exercice 5 — Energie d’un condensateur plan

Un condensateur plan possede une surface S, une distance entre plaques d et un champ
uniforme E.

1. Donner la densité d’énergie électrique.
2. En deduire I'énergie totale stockée entre les plaques.
3. Retrouver I'expression U = 1CU? en utilisant C' = £0S/d et E = U/d.

-
N

Exercice 6 — Flux de Poynting

Un champ électromagnétique présente localement :

—

E = Eyé,, B =By,
1. Déterminer la direction de S.
2. Calculer sa norme.

3. Interpréter physiquement le résultat.

Vs
G

=
o
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14 Corrigé des exercices

Corrigé de ’exercice 1

Partons de :

t B = o + 0F
rot B = 0—-
HoJ T+ Moo It
Prenons la divergence :
= J, .. =
0= podivy + Mogga(le E).

Avec Maxwell-Gauss :

divE = ﬁ,
€0
on obtient :
- dp
0= pgdivy —.
fo A1V ] + Lo En
Donc :
a —_
8—’; Fdivi=0

Cette relation exprime la conservation locale de la charge électrique.

Corrigé de ’exercice 2

L L 3,3x107°
i ~ S.
¢ 3,0x108 ’
La période vaut :
1
T=-=10"3s
f
Donc :
L/c 6
— ~3.3x10 1.
T TS
Ainsi :

‘I’ARQS est largement valable dans cet exemple.
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Corrigé de l’exercice 3

La relation de passage sur la composante normale du champ électrique est :

— — - O-S
(E2 - El) ‘Mg = —
€o
d’ou :
O-S
E2n - Eln + —
€0
avec la convention d’orientation choisie.
Corrigé de ’exercice 4
La loi ’Ohm locale donne :
j="k.
Donc :
j=58x10"%x2,0x10%=1,16 x 10° Am 2.
Ainsi :

j=1,16 x 10°Am™

La puissance volumique vaut :

Py = ’YEZ-

Donc :

pr=05,8x107(2,0 x 107*)* = 232 Wm 3,

ps=232Wm®

Corrigé de ’exercice 5

La densité d’énergie est :

Le volume entre les plaques vaut :
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Donc :

Avec :
U
E=—
d )
on obtient :
1 U2 1 EOS
= 5€0 o 8 = 5 2 1?
Ue 260 d2 S 5 d U
Or :
505
C=—.
d
Donec :
1
Uem = CU?
2
Corrigé de P’exercice 6
— 1 — —
S=—FEAB
Ho
Avec :
€y N\ €y = €,
on obtient :

N Y 51
§=""22g,
Mo
Sa norme vaut :
EyB
g — tobo
Ho

L’énergie électromagnétique est donc transportee localement dans le sens positif de 'axe Oz.
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